2. Extrémy funkci vice proménnych

lJIohy resSitelné bez véty o multiplikatorech

Naleznéte absolutni extrémy funkce f na mnoziné M.
L1 f(z,y) =2 +y; M= {[z,y] € R* 2* +y*> <1}

1.2, f(x,y) =e*; M ={[z,y] € R? 22+ 2y% <1}

1.3. f(r,y) =2 +y; M ={[x,y] eR* >0,y >0,z +y <1}

1.4. f(x,y)=a; M ={[x,y) eR* 2>2>0,1>y>0,2x+y <2}

LS. f(a,0,2) = (@ +5)° + (@ —9)? + 5 M = [-5;1] x [-1;1] x [-1; 1

1.6. f(z,y)=2+4+% a>0,b>0; M= {[z,y] € R 2? +y> <1}

1.7. f(z,y,2) =22 +y* + 22+ 20 + 4y — 62; M = R?

1.8. f(z,y) = (m2+y2)6_(x2+y2); M = R?

1.9. f(x,y,2) =22 +y? + 2%, M = {[z,y, 2] € R3; i—z—i—%—z—k% <1}; a>b>
c>0

1.10. f(z,y) =22+ 9%, M = {[z,y] € R? 2% +4y*> =1}
1.11. Uréete rozméry vodni nadrze ve tvaru kvadru o objemu 32m3 tak, aby
dno a stény mély dohromady nejmensi povrch.

1.12. f(z,y,2) = 5022591515 M = {[z,y,2] € R3; 80x + 12y + 10z =
24000, 2 >0, y >0, 2 > 0}
1.13. f(z,y) = (z +y)e %, M = {[z,y] € R* x>0,y >0}

l:llohy na vétu o Lagrangeovych multiplikatorech

Reste nasledujici tlohy na absolutni extrémy funkei.

2.1. f(x,y,2) =ayz; M ={[z,y,2] e R? 22 + 9>+ 22 =1}

2.2. f(z,y,2) =sinzsinysinz; M = {[z,y,2] e Rz +y+ 2 = 5,x >0,y >
0,z >0}

2.3. f(z,y,2) =2y?2% M ={[z,y,2] e R®; 2 +2y+32=a,2 >0, y >0, 2 >
0}; kde a > 0

2.4. f(x,y)=x+y; M ={x,y] € R 23+ y> 22y =0,2 >0,y > 0}

2.5. f(z,y) =y; M ={[z,y] € R% (2? +y*)? - 2(2* — y?) = 0}

2.6. f(x,y) =22 +y; M ={[z,y] € R?% 4y -4y +2?> =0, y >0}

2.7 f(x,y) = 2%y; M ={[z,y] € R? 2% +9* < 16,2 > —1}

2.8. f(x,y) =22 +4y; M = {[z,y] € R?; Jr+ Vy<l,z>0, y>0}

29. f(z,y,2)=e¢ % (2 +ay+y?); M ={z,y,2] e R3 22 + 2 =1,|2| < 1}

2.10. f(x,y) = -y + 2%+ %x?’; M = {[z,y] € R?% 22 + 4% < 4,2 <0}

2.11. f(x,y,2) =xy+yz; M ={[z,y,2] e R® 2> +¢y*+22 =1, s +y+2=1}

212, fz,y) = (22 + Ty2)e~ @) M = {[z,y] € R%; 22 + 492 < 1}

2.13. f(z,y,2) =2 +e*¥; M ={[z,y,2] € R?; 2?2 +y? + 22 =1, 22+ 9% = 2?}

214 f(z,y,2) =2 + 222+ y? +2; M ={[z,y,2] € R3; 22 + 2> +22 =1, o =
y* + 2%}

2.15 f(x,y) = arctgx + arctgy; M = {[z,y] e R? 22 +4> <1, 2 >0,y > 0}



Vysledky

1.1. Maximum:

1/v/2,1/4/2], minimum: [-1/v/2, —1/v/2].

1.2. Maximum: [1, 0], minimum: [—1,0].
0,1], [1,0], minimum: [0, 0].
1.4. Maximum: [1,0], minimum: [0,t], ¢ € (0,1)

[
[
1.3. Maximum: |
[
1,

1.5. Maximum: [1,1,1], [1,-1,1], [-1,1,1], [-1,—1,1]; minimum: [0,0, —1].

1.6. Maximum: [a/va? + b2, b/\/ a2 + b?];
minimum: [—a/Va? + b2, —b/va? + b?].

1.7. Maxima se nenabyva; minimum: [—1,—2, 3].

1.8. Maximum se nabyva v kazdém bodé jednotkové kruznice; minimums: [0, 0].
1.9. Maximum: [a,0,0], [—a,0,0]; minimum: [0, 0, 0].
1.10. Maximum: [1,0], [—1,0]; minimum: [0, 0].

1.11. Dno néadrze bude ¢tverec 4m x 4m a hloubka nadrze bude 2m.
1.12. Maximum: [150,500,600]; minima se nenabyva.

1.13. Maximum: [1/2,0]; minimum: [0, 0].

2.1. Maximum: [1/v/3,1/v/3,1/V/3], [1/V3,—1/v/3,—1/V/3],
[_1/\/§7 1/\/5’ _1/\/5]’ [_1/\/37 _1/\/§7 1/\/3];
minimum: [-1/v/3,1/v/3,1/v/3], [1/V3, —1/v/3,1//3],
[1/\/§v 1/\/37 _1/\/§]7 [_1/\/57 _1/\/57 _1/\/5]'

2.2. Maximum: [7/6,7/6,7/6]; minima se nenabyva.

2.3. Maximum: [a/6,a/6,a/6]; minima se nenabyva.

[
2.4. Maximum: [1,1], minimum: [0, 0].
[

2.5. Maximum: [v/3/2,1/2], [-v/3/2,1/2];
minimum: [v/3/2,-1/2], [-v/3/2,—1/2].

2.6. Maximum: {\/Wim/?, \/W] [—W m]; minimum:
[0,0].

2.7. Mnozina M je omezenda a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoctéme parcidlni
derivace funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnozin M existuje bod, kde jsou obé
parcialni derivace funkce f nulové.

0 0
a—i(w, y) = 42°y, a—i(%y) =% [z,y] € R

Obé parcialni derivace jsou nulové pro [0,y]; vy € (—2,2). Hranici mnoziny M si
rozdélme na dvé c¢asti:

o = {[z,y] € R 2* +y* =16,z > —1},
Hy = {[-1,y] € R* y e (V15 V15)}.



Pro nalezeni podezieljch bodi na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych
multiplikdtor. Vazebna podminka je uréena funkci g(z,y) = z* + y* — 16, ktera
je (stejné jako f) t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

— 4 — 4 R”.

Pro kazdé [z, y] € H; plati (%(m, Y), g—g(x,y)) # (0,0). Resme nésledujici soustavu

(1) a* +y* =16,
(2) 4xy = M,
(3) xt = My3.

Z (2) vyplyva, ze * = 0 nebo y = A. V prvnim piipadé dostaneme z (1),
7e y = +2. V druhém piipadé dostaneme z (3), Ze * = /2y nebo z = —/2y.
Dosazenim do (1) obdrzime body

2\/51 2v/2 2 2\/51 2v/2 2
VBIVE|T | VBT BT VBRI | VBT V|

Posledni dva body ovsem nespliuji podminku x > —1.
Zkoumejme chovani na mnoziné H,. Funkce f ma na Hy tvar:

f(-Ly) =y, ye(=V15V15).
Dalsimi podezielymi body tedy jsou
[—1,%}, [_17_\4/%]

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze f nabyva max-

ima na mnoziné M v bodé [%, %} a minima v bodé [23\//—557 —4%/5}

2.8. Mnozina M je omezend a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoctéme parciadlni
derivace funkce f a zkoumejme, zda uvnitt mnoziny M existuje bod, kde jsou obé
parcialni derivace funkce f nulové.

0
a—(ﬂi,y) =2, 8_5(:6’3/) =4, [z,y] € R2.

Obé parcialni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyva extrémut na hranici M.
Hranici mnoziny M si rozdé€lme na tii ¢asti:

H, = {[z,y] € R% Vi+Yy=12>0, y>0}
Hy ={[0,y] e R* y € (0,1)},
Hs = {[z,0] € R? z € (0,1)}.

Pro nalezeni podeztelych bodd na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych
multiplikdtorti. Vazebnd podminka je urcena funkei g(x,y) = v/x + ¢/y — 1, ktera



je (stejné jako f) t¥idy C! na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcialni derivace
funkce g plati

dg _ 1 —3/4 Jg _ 1 —3/4
ax(mvy) - 4.T I 8y(x’y) - y )

1 x>0, y>0.

Pro kazdé [z,y] € H, plati (22(z,y), g—z(x, y)) # (0,0). Resme nésledujici soustavu

T

(1) Vi + Yy =1,
(2) 2 = )&x_?’/‘l

)

1
(3) 4 = )\Zy73/4.

7Z (2) a (3) vyplyva, Ze = 23/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podeziely bod

24/3 1
(21/3 + 1)4’ (21/3 + 1)4 ’

Zkoumejme chovani na mnoziné H,. Funkce f ma na Hy tvar:

f0,y) =4y,  ye(0,1).

Dalsimi podezielymi body tedy jsou [0, 0], [0, 1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hsz. Funkce f ma na Hg tvar:

f(z,0) = 2z, xz € (0,1).

Podeztelymi body tedy jsou [0, 0], [1,0].
Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze f nabyva max-
ima na mnoziné M v bodé [0, 1] a minima v bodé [0, 0].

2.9. Mnozina M je omezenda a uzaviend, a proto je kompaktni (jedna se o plast
vélce bez podstav). Funkce f je spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima
i minima. Vnitfek mnoziny M je prazdny. Z tvaru funkce f vyplyva, ze

fla,y,1) = flz,y,—1) < f(z,y,2) < f(z,9,0),  [z,y,2] € R®, z € (—1,1)\{0}.

Maxima se musi tedy nabyvat na mnoziné M N {[z,y, z] € R?; z = 0} a minima na
mnozing M N{[z,y, 2] € R3; 2 = —1 nebo z = 1}. Polozme g(z,y) = 2% + zy + 3>
a vySetfujme extrémy g na mnoziné H = {[z,y] € R?; 2% + y?> = 1} metodou
Lagrangeovych multiplikdtorti. Vazebna podminka je uréena funkci h(x,y) = 2% +
y? — 1. Plati g, h € C*(R?). Pro parcialni derivace funkce h plati

Oh Oh
%(mvy) —2.1,‘, a_y(mvy) _2y

Pro kazdé [z, y] € H méame (g—g(x, Y), g—Z(m, y)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

(1) 2 +y? =1,
(2) 2x +y = A2z,
(3) T+ 2y = A2y.



Sectenim (2) a (3) dostaneme
B=2)N(z+y)=0.

To znamend, ze bud © = —y nebo A = 3/2. V prvnim pfipadé dostaneme z (1)

podeztelé body
(1/V2,-1/V2], [-1/V2,1/V2].

Ve druhém piipadé s pomoci (2) odvodime = = y a (1) dava podezielé body

[1/vV2,1/V2], [-1/vV2,-1/V2].

Funkce g nabyvad minima na mnoziné H v bodech [1/v/2,—1/v2], [-1/v2,1/V/2]
a maxima v bodech [1/v/2,1/v/2], [-1/v/2,—1/1/2].

7 vyse uvedeného vypoctu vyplyva, ze funkce f nabyva minima v bodech
a maxima v bodech

[1/v/2,1/v/2,0], [-1/v/2,—1/v/2,0].

2.10. Mnozina M je omezena a uzaviena (jedna se o prunik uzavieného kruhu
s uzavienou polorovinou), a proto je kompaktni. Funkce f je spojitda na M, takze
na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme podezielé body nejprve uvnitt
mnoziny M. Spoc¢teme parcialni derivace f:

0 0
Obé parcialni derivace jsou nulové v bodech [—1/2,0], [0,0]. Pouze prvni bod vsak
patti do vnititku mnoziny M.
Hranici mnoziny M si rozdélime na dvé ¢asti:

Hy = {[z,y] e R?* 2 =0, y € [-2,2]},
Hy = {[z,y] € R?* 2? +y* =4, = <0}
Na mnoziné H; mé funkce f podezielé body: [0,2], [0, —2], [0, 0], protoze f(0,y) =

—y?. Podezielé body na H, budeme hledat metodou Lagrangeovych multiplikdtort.
Vazebna podminka je uréena funkci g(z,y) = 22 + y? — 4. Funkce f i g jsou t¥idy

C'(R?). Na mnoziné H» je vzdy (42, g—g) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

(1) z? +y? =4,

(2) 2x + 4x? = A2,

(3) —2y = \2y.

Z (3) dostaneme, ze A = —1 nebo y = 0. Prvni moznost spolu s (2) davé, ze x =0
nebo x = —1. Pomoci (1) dopocteme pro tato x prislusna y a dostaneme body

[0,2], [0,—2], [-1,V3], [-1,—V3].



Prvni dva ovSem nelezi v Hy. Pokud y = 0, pak z (1) dostavame bod [—2,0] a bod
[2,0], ktery ovSem nelezi v Ho.

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze f nabyva max-
ima v bodé [—1/2,0] a minima v bodé [—2, 0].

2.11. MnoZina M je omezend a uzaviend (jedné se o prunik sféry a roviny), a
proto je kompaktni. Funkce f je spojita na M, takze na M nabyva svého max-
ima i minima. Hledejme podezielé body metodou Lagrangeovych multiplikator.
Mnozina M je urcena pomoci vazebnych funkci

gl(x,y,z):x2+y2+z2—1, gz(l',y,Z):l'+y+Z—1

Obé funkce g1, g2 jsou tiidy C'(R?) stejné jako funkce f. Pro parcidlni derivace
téchto funkci plati

o091 J92

of _ _ _
%(xvy; Z) =Y, 31‘ (x7y72) - 2'737 837 (x>3/72) - 17
of _ g1 _ Jg2 B
8y(x7yuz)_m+z7 8y (.I,y72)—2y, 8@/ (Ivyuz)_la
of B 91 _ 992 _
&(muya Z) =Y, Oz (.I,y72) - 227 Oz (Z‘,’y,Z) =L

Vektory (2x,2y,2z), (1,1,1) jsou linearné zavislé, pravé kdyz x = y = 2. Zadny
takovy bod ovsem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

(1) Y= A2z + Ay,
(2) x4 z= M2y + A,
(3) Y = A2z + Ao,
(4) 2?4?22 =1,
(5) r+y+z=1

Z (1) a (3) vyplyvad Az = A\12. To znamend, ze mame dvé moznosti: bud A\; = 0
nebo x = z.

V prvnim piipadé dostaneme nejprve z (1) y = Ay. Odtud a z (2) obdrzime
x + z = y. Tento vztah spolu s (4) a (5) dava podezielé body

(1= VB)/4,1/2,(1+ VB)/a] . [(1+VE)/4,1/2,(1- V) /4]
Ve druhém ptipadé dostaneme pomoci vztahi (4) a (5) podezielé body
[0,1,0], [2/3,-1/3,2/3].
Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze funkce f nabyva

na mnoziné M minima v bodé [2/3,—1/3,2/3] a maxima nabyva v prvnich dvou
podezielych bodech.

2.12. Mnozina M je omezend a uzaviend (jednd se o elipsu), a proto je kom-
paktni. Funkce f je spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.



Hledejme nejprve podezielé body uvniti mnoziny M. Pro parcialni derivace funkce
f plati:

a 2 2 2 2
8—£(m,y) =2z - e~V (2% 4 Ty?)e” 3TV L (—42),
Z_i(x, y) =14y - e @) 4 (22 4 Ty?)em () L (—gy),

Uvnitt mnoziny M hleddame ty body, kde jsou obé parcidlni derivace nulové. To
jsou pravé ty body z M, které splnuji

22(1 — 2(2* + Ty?))
2y(7 — (2* + 7y*))

Y

0
0

Resenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v/2,0], [~1/v/2,0], [0,1], [0, —1], pouze
prvni t¥i vSak lezi uvnitf mnoziny M.

Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikatori.
Mnozina H (M) je urcena pomoci vazebné funkce

glz,y) = 2% + 4y — 1.
Funkce f i g jsou t¥idy C!(R?). Pro parcialni derivace g plati

dg dg

Vektor (2x,8y) je nulovy, pravé kdyz [z,y] = [0,0]. Tento bod ovSsem nelezi na
hranici mnoziny M. Nyni budeme Tesit nasledujici soustavu

(1) 927 . e—(2w2+y2) 4 (x2 + 7y2)e—(2x2+y2) . (_43;) = 2z,
(2) 14y - e~ 4 (22 4 7y?)e” BT L (—2y) = 8)y,
(3) z? 4 4y = 1.

7 (1) vyplyvé, e x = 0 nebo e~ +¥°) (1 — 2(22 + 7y2)) = A a z (2) vyplyv4,
%e y = 0 nebo e~ +v) (7 — (2 4+ 7y2)) = 4\. Pokud z = 0, pak podle (3) je
y = +1/2. Pokud y = 0, pak podle (3) je x = +1. V ptipadé, ze x # 0 a y # 0,
musi byt

46_(2x2+y2)(1 —2(z* 4+ 7y?)) = e_(2w2+y2)(7 — (2% + 79?)).

Odtud plyne 7(z2 + 7y?) = —3, co# je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body

[0,0], [1/Vv2,0], [-1/v/2,0], [0,1/2], [0,—1/2], [1,0], [-1,0].

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0, —1/2] a minima v bodé [0, 0].

2.13. Mnozina M je omezend a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Mnozina M m& prazdny
vnittek.



Podezrelé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtorti. Mnozina M
je urcena pomoci vazebnych funkci

g(z,y,2) =22+ 2+ 22 -1,  ga(w,y,2) =22 +y° — 27

Funkce f, g1 i g2 jsou t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace téchto funkci plati

of o ay dg1 - 992 _

5 (D 2) = ey, g (Y 2) = 2, By (&Y 2) = 22,
of e 991 B 092 _
ay(xaywz) =€ x, 5y (ZL‘,y,Z) _2y7 8y (I,y,Z) - 2y7
of o g1 B 092 _
8Z($’y’z) - 17 62’ (:an?Z) _2Z7 82 (m,y,z) - 2Z

Vektory (2z,2y,2z), (2x,2y, —2z) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz z = 0 nebo
x =y = 0. Zadny takovy bod nelezi v mnoziné M. Nyni budeme Fesit néasledujici
soustavu

(1) ey = A\2x + A2z,

(2) e™r = M2y + A22y,

(3) 1= X\2z — \222,

(4) P+ 27 =1,

(5) 2?24yt — 22 =0.

7 (4) a (5) vyplyva, 7ze z = +1/1/2. Odeéteme-li (1) od (2) dostaneme
eY(r—y)=—-2(A1+ X)) (x —y).

Z posledni rovnice plyne, ze bud z = y nebo e*¥ = —2(\; + A3). V prvnim ptipadé
dopoéitame ze (4) tyto podezielé body

Ve druhém ptipadé dosadime za e do (1) a dostaneme
—2y(A1 + A2) = 22(A1 + Az).

Nyni mame opét dvé moznosti: bud x = —y nebo A1 + Ay = 0. Prvni moZnost dava
podezielé body

Druhd moznost spolu s (1) a (2) dava = = y = 0. Toto vSak nemiize nastat vzhledem

ke (4) a (5).
Funkce f nabyva maxima v bodech

[1/2,1/2,1/V2],  [-1/2,-1/2,1/V/2]



a minima

[—1/2,1/2,-1/v2],  [1/2,-1/2,—-1/V/2].
2.14. Polozme

g(z,y,2) =2+ +22 -1, ga(w,y,2) =2 —y* — 27

Obé funkce jsou spojité a proto je mnozina M uzaviena. Mnozina M je obsaZena v
jednotkové kouli o stfedu v pocatku - je tedy omezena. Z charakterizace kom-
paktnich podmnozin R™ vyplyva, ze M je kompaktni. Funkce f je spojita a
proto nabyva na M svého maxima i minima. Hledejme podezielé body pomoci
Lagrangeovych multiplikdtortt. Vidime, Ze f, g1, g2 € C}(R3).

of

Sy =242 SRay) =2 TPy =1
af . a91 . % _
a—y(w, y) =2y 9y (z,y) =2y o (z,y) = —2y
of _ 91 _ 992 _
a(iﬂ,y)—Ql‘—i—l Oz (il?,y)—QZ Oz (iL',y)— 2z

Zkoumejme pro kterd [x,y, z] € M jsou vektory (2z,2y,2z2), (1,—2y, —2z) lineadrné
zavislé. Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost nasledujici matice mensi nez 2.

1 -2y -2z
20 2y 2z

Tteti fadkovou elementarni ipravou dostaneme
1 —2y -2z
2c+1 0 0 ’

Hodnost této matice je mensi nez 2, pravé kdyz x = —% nebo y = z = 0. Neni
obtizné dosazenim zjistit, ze body splnujici n€kterou z téchto podminek nemohou
lezet v M.

Nyni feSme soustavu:

(1) =1

(2) =1y +2°

(3) 2 + 22 = 2017 + A2
(4) 2y =2My — 2)qy
(5) 20+ 1 =21z — 2X22

Z (1) a (2) vyplyvd 22 + £ — 1 =0, tj. = = £(—1£V/5). Vzhledem k (2) musi
byt x nezaporné a proto nas zajiméa pouze kladny kotfen kvadratické rovnice, t;j.

(6) = (V5—1)/2.



Z (4) vyplyva, ze bud y = 0 nebo A\; — Ay = 1. V prvnim pfipadé vypocteme z (2)

a (6), ze z = £1/(v/5 — 1)/2. Odtud dostavame podezielé body

[(\/5 —1)/2,0,4/ (V5 - 1)/2] : {(\/5 —1)/2,0,—/ (V5 — 1)/2] .

Ve druhém p¥ipadé plyne z (5) z+ 1 = 2. Takze z = v/5/2. Z (2) plyne y? = z— 2%
Po dosazeni mame y? = (21/5 — 7)/4 < 0 — coz neni mozné.

Dosazenim zjistime, ze funkce f nabyva na M svého maxima v prvnim podez-
felém bodé a minima ve druhém.

2.15. Mnozina M je uzaviend a omezena (jedna se o prunik uzavieného kruhu a
uzavieného prvniho kvadrantu) — je tedy kompaktni. Funkce f je spojita na celém
R? a proto musi nabyvat maxima i minima na mnoziné M. Zkoumejme chovani
funkce f nejprve na vnittku mnoziny M.
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Uvnitf mnoziny M jsou obé parcialni derivace funkce f nenulové, proto uvnit¥ M
neni zadny podeziely bod. Hranici mnoziny M rozdélme na tii ¢asti:

Hy = {[z,0]; z €(0,1)},
Hy = {[Ovy]; y e <07 1>}7
Hs = {[z,y]; £>0, y>0, 2* +y> =1}.

Je-li [z,y] € Hy, plati f(x,y) = arctgz. Funkce arctg je rostouci a proto podez-
felymi body jsou [0,0] a [1,0]. Podobné je tomu na mnoziné Hy. Tam dostdvame
podezielé body [0,0] a [0,1]. Na Hs pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplika-
torti. Necht g(z,y) = 22 +y% —1. Vidime, Ze f, g € C}(R?). Pro parcialni derivace
g plati:

dg _ dg _
%(Iay) - 2*/1:7 (9y (:Bay) - 2y

Vektor (2z,2y) je nulovy, pravé kdyz [z, y] = [0,0] — tento bod ovSsem nelezi v Hs.
Nyni je tfeba vytesit nasledujici soustavu

(1) > +yt =1
1
(2) 1+x2:)\21'
1
= A2
(3) T A2y

Z (2) a (3) vyplyva
(4) A2z (1 + 2%) = A2y(1 + 32).
Z (2) vyplyva, ze A # 0. Proto muzeme (4) upravit na tvar

z—y=—(z—y)(2* +zy + 9.



Plati tedy bud z = y nebo —1 = 22 + zy +vy?. Druh4 moznost vSak nastat nemtize,
nebot prvky z Hs maji obé soufadnice kladné. Prvni moznost spolu s (1) dava dalsi

podeziely bod [1/v/2,1/v/2].
Nalezli jsme tyto podezielé body:

0,0, [0,1], [1,0], [1/v2,1/V2].

Porovnanim funkénich hodnot funkce f v uvedenych bodech (provedte podrobné)
zjistime, Ze f nabyva svého minima v bodé [0,0] a maxima v bodé [1/v/2,1/v/2].



